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Peter Gallin, 13. November 2007
Lo¨sung zu ξ50 aus Die
√
WURZEL vom November 2007
Aufgabenstellung (Herbert Zeitler, Tirschenreuth):
Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenla¨nge a. Vom Eckpunkt A als Mitte zeichne man
den Kreisbogen mit Radius a von B nach C, analog fu¨r die beiden anderen Eckpunkte. Man gebe
eine Konstruktionsvorschrift an, mit der man in die Figur, die von den 3 Kreisbo¨gen berandet
wird (das sogenannte Reuleauxdreieck), 3 kongruente Kreise einzeichnen kann, sodass sie sich
gegenseitig beru¨hren und zusa¨tzlich a) je eine und b) je 2 Kreisbo¨gen des Reuleauxdreiecks
beru¨hren (siehe Titelbild).
Konstruktion:
Wir bestimmen zuna¨chst den Mittelpunkt M des gleichseitigen Dreiecks ABC, wa¨hlen einen
beliebigen Punkt P in dessen Na¨he und konstruieren das gleichseitige Dreieck PQR, welches
denselben Mittelpunkt M aufweist und eine wohlbestimmte Seitenla¨nge b hat. Damit sind wir
in der Lage drei kleine Kreise je mit Radius b2 und mit den Mittelpunkten P , Q bzw. R zu
konstruieren. Diese drei Kreise beru¨hren sich gegenseitig (siehe Abbildung 1).
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Abbildung 1: Drei kleine Kreise als Vorbereitung
Nun geht es nur noch darum, eine zentrische Streckung mit Zentrum M zu finden, welche einen
der drei kleinen Kreise so gross werden la¨sst, dass er den na¨chstliegenden Berandungsbogen
des Reuleauxdreiecks beru¨hrt. Aus Symmetriegru¨nden werden dann auch die beiden anderen
gestreckten Kreise die entsprechenden Berandungsbogen beru¨hren. Durch eine spezielle Wahl
des Punktes P auf den Symmetrieachsen des Dreiecks ABC werden die speziellen Lagen der
drei beru¨hrenden Kreise des Titelbildes erfasst.
In Abbildung 2 wird nun gezeigt, wie man diese Streckung konstruiert. Es sind aus Abbildung 1
nur noch die jetzt wichtigen Elemente u¨bertragen worden: Der grosse Kreisbogen mit Zentrum
A, der Punkt M sowie der kleine Kreis mit Zentrum P und Radius b2 , der die Schenkel eines
120o-Winkelfelds mit Scheitel M beru¨hrt. Gesucht ist also der von M aus gestreckte Kreis mit
Zentrum P ′, welcher den grossen Kreis in Z2 beru¨hrt. Um ihn zu konstruieren, betrachten wir drei
zentrische Streckungen. Die erste mit Zentrum Z1 = M fu¨hrt den kleinen Kreis in den gesuchten
Lo¨sungskreis u¨ber. Die zweite Streckung mit dem Zentrum Z2 fu¨hrt den Lo¨sungskreis in den
grossen Kreis u¨ber. Damit fu¨hrt die Verkettung dieser beiden Streckungen den kleinen Kreis in
den grossen Kreis u¨ber. Da diese Verkettung selbst wieder eine zentrische Streckung ist, ko¨nnen
wir deren Zentrum Z3 konstruieren. Dies geschieht hier mit zwei zur Zentralen AP senkrechten
Kreisradien, deren Enden miteinander verbunden werden. Wir haben hier das Zentrum Z3 so
konstruiert, dass die Streckung mit positivem Streckfaktor realisiert wird. (Denkbar wa¨re auch
die Konstruktion eines Zentrums Z ′3, so dass der kleine Kreis in den grossen mit negativem
Streckfaktor u¨bergefu¨hrt wu¨rde. Dann la¨ge Z ′3 im Innnern der Strecke AP .) Der Streckfaktor
der dritten Streckung muss aber positiv sein, den die erste und die zweite Streckung erfolgen je
mit einem positiven Faktor und der dritte Streckfaktor ist bekanntlich das Produkt des ersten
mit dem zweiten. Ferner weiss man, dass die drei Streckungszentren Z1, Z2 und Z3 auf einer
Geraden liegen. Damit ko¨nnen wir also Z1 mit Z3 verbinden und erhalten so den gesuchten
Punkt Z2. Schliesslich muss man nur noch den kleinen Kreis von M aus so strecken, dass sein
Bild durch den Punkt Z2 geht, was mit einer Strahlensatzfigur zum gesuchten Mittelpunkt P ′
fu¨hrt.
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Abbildung 2: Zentrische Streckung eines Kreises bis sein Bild einen anderen Kreis beru¨hrt
Schlussbemerkung: Ha¨tte man anstelle von Z3 das Zentrum Z ′3 gewa¨hlt, ha¨tten wir die Mo¨glich-
keit erhalten, die drei kleinen Kreise so gross zu strecken, dass sie die grossen Kreise von aussen
beru¨hrten, was hier aber nicht verlangt war.
